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О ГЕОМОРФОМЕТРИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ  

НА ПОВЕРХНОСТИ ТРЁХОСНОГО ЭЛЛИПСОИДА  

(ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ) 

 

АННОТАЦИЯ 

Геоморфометрическое моделирование широко используется при решении различных 

разномасштабных задач в науках о Земле и планетных исследованиях. Алгоритмический ап-

парат геоморфометрии может корректно применяться для работы с моделями рельефа, 

заданными на плоских квадратных сетках, а также на сетках сфероидических трапеций на 

поверхности эллипсоида вращения и сферы. При моделировании Земли, Марса, Луны, Венеры 

и Меркурия расчёты на сетках сфероидических трапеций тривиальны. Это связано с тем, 

что: а) форма указанных небесных тел описывается эллипсоидом вращения или сферой; и 

б) для этих поверхностей существуют хорошо разработанная теория и вычислительные 

алгоритмы решения главных геодезических задач и определения площади сфероидической 

трапеции. Вместе с тем, для описания формы малых спутников планет и астероидов во 

многих случаях целесообразно применять трехосный эллипсоид. Однако в геоморфометрии 

отсутствует алгоритмический аппарат, предназначенный для работы на такой поверхно-

сти. В статье формулируется задача геоморфометрического моделирования на поверхно-

сти трехосного эллипсоида. Показано, что, если цифровая модель высот небесного тела или 

его фрагмента задана на сетке сфероидических трапеций с использованием системы геоде-

зических или планетоцентрических координат трехосного эллипсоида, то для расчёта мо-

делей локальных морфометрических величин требуется: 1) перейти в систему эллиптиче-

ских координат; и 2) способом Якоби определить линейные размеры элементов скользящего 

сфероидического трапецеидального окна. Подход к определению площадей сфероидических 

трапецеидальных ячеек при расчёте нелокальных морфометрических величин аналогичен. 

Требуется разработка соответствующего геоинформационного программного обеспечения. 
 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: 

геоморфометрия, цифровое моделирование рельефа, поверхность, трехосный эллипсо-

ид, обратная геодезическая задача 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Предметом геоморфометрии является количественное моделирование и анализ релье-

фа, а также взаимосвязей между рельефом и другими компонентами геосистем. Для описа-

ния свойств рельефа используются локальные, нелокальные и комбинированные морфомет-

рические величины, в том числе: крутизна склона (G), горизонтальная кривизна (kh), верти-

кальная кривизна (kv), минимальная кривизна (kmin), максимальная кривизна (kmax), водосбор-

ная площадь (CA), топографический индекс (TI) и др. [Shary et al., 2002; Florinsky, 2016]. Ме-
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тоды геоморфометрии широко используются при решении различных разномасштабных за-

дач, в частности, при геоморфологическом и гидрологическом моделировании, прогнозном 

почвенном и геоботаническом картографировании, выявлении и анализе геологических 

структур, моделировании эволюции ландшафтов и пр. [Moore et al., 1991; Wilson, Gallant, 

2000; Shary et al., 2002; Hengl, Reuter, 2009; Florinsky, 2016]. 

Существующий алгоритмический аппарат геоморфометрии может корректно приме-

няться для работы с моделями, заданными на плоских квадратных сетках, а также на сетках 

сфероидических трапеций на поверхности эллипсоида вращения и сферы. Вместе с тем, для 

описания формы малых спутников планет и астероидов во многих случаях целесообразно 

применять трехосный эллипсоид [Duxbury, 1974, 1991; Soter, Harris, 1977; Thomas, 1989; 

Stooke, 1998; Drummond, Christou, 2008]. Кроме того, трехосный эллипсоид неоднократно 

использовался для описания формы Земли, Марса и Луны [De Schubert, 1859; Clarke, 1880, 

pp. 305-309; Шебуев, 1896; Красовский, 1902, 1936; Heiskanen, 1928, 1962; Загребин, 1948; 

Burša, Šíma, 1980; İz et al., 2011]. При этом в геоморфометрии отсутствует алгоритмический 

аппарат, предназначенный для работы на поверхности трехосного эллипсоида. Это затрудня-

ет применение методов геоморфометрии при изучении малых спутников и астероидов. 

В данной статье нами формулируется задача геоморфометрического моделирования на 

поверхности трёхосного эллипсоида. 

 

МАТЕРИАЛЫ, МЕТОДЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ; ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Моделирование на сфере и эллипсоиде вращения 

Модели морфометрических величин рассчитываются по цифровым моделям высоты 

(ЦМВ). Для создания ЦМВ обычно используют два типа регулярных сеток: плоские квад-

ратные сетки и сетки сфероидических трапеций (рисунок 1). Сетки I типа применяются для 

ЦМВ относительно небольших участков, когда кривизной планеты можно пренебречь. Сетки 

II типа применяются для описания рельефа обширных территорий или всей планеты, когда 

её кривизной нельзя пренебрегать. Глобальные и квази-глобальные ЦМВ (SRTM1, ASTER 

GDEM, SRTM30_PLUS и др.) построены по сеткам II типа. 

 

          
 

Рисунок 1. Регулярные сетки ЦМВ:  

(а) плоская квадратная сетка; (б) сетка сфероидических трапеций [Florinsky, 2017]. 

Figure 1. DEM regular grids: 

 (a) plane square grid; (b) spheroidal equal angular grid [Florinsky, 2017]. 

 

Для плоских квадратных сеток существуют алгоритмы расчёта локальных морфомет-

рических величин (напр., G, kh, kv, kmin, kmax), основанные на аппроксимации частных произ-

водных высоты конечными разностями [Evans, 1980; Zevenbergen, Thorne, 1987; Florinsky, 

2009], а также методы расчёта нелокальных величин (напр., CA), основанные на алгоритмах 
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маршрутизации потоков [Martz, de Jong, 1988; Quinn et al., 1991; Tarboton, 1997]. При вычис-

лении комбинированных величин (напр., TI) последовательно применяются алгоритмы для 

нелокальных и локальных величин. 

Методы, предназначенные для плоских квадратных сеток, не могут применяться на 

сетках сфероидических трапеций. Это связано с принципиальными геометрическими разли-

чиями (рисунок 1): шаг сетки сфероидических трапеций, измеренный в линейных единицах, 

зависит от широты. 

Существует метод расчёта локальных морфометрических величин для сеток сфероиди-

ческих трапеций [Florinsky, 1998, 2017]. Локальные величины являются функциями частных 

производных высоты r, t, s, p, q, например: 
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Перемещая скользящее сфероидическое трапецеидальное окно 3  3 (рисунок 2а) вдоль 

ЦМВ, можно рассчитать значения r, t, s, p, q и, соответственно, локальных величин для всех 

точек матрицы ЦМВ (кроме крайних строк и столбцов). Если обрабатывается виртуально за-

мкнутая глобальная сфероидическая ЦМВ, значения локальных величин рассчитываются для 

всех точек. Конечно-разностные аппроксимации частных производных являются функциями 

линейных размеров элементов скользящего окна a, b, c, d, e (рисунок 2а): 
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где z1,…9 – значения высоты в узлах скользящего окна. Формулы для t и q громоздки и 

могут быть найдены в других работах автора [Florinsky, 1998, 2016]. 

Значения a, b, c, d, e зависят от широты (рисунок 2а). Так как геодезические координа-

ты каждой точки известны, то определение a, b, c, d, e является решением обратной геодези-

ческой задачи при малых расстояниях. 

Для расчёта нелокальных морфометрических величин существует подход, адаптирую-

щий алгоритмы маршрутизации потоков к сфероидической трапецеидальной геометрии 

[Florinsky, 2017]. При этом, основным параметром является площадь Π ячейки ЦМВ: значе-

ние CA в данной ячейке равно суммарной площади ячеек, через которые прошли линии тока, 

пришедшие в данную ячейку (рисунок 2б). Значения Π зависят от широты, а их определение 

соответствует вычислению площади сфероидической трапеции. 
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Рисунок 2. Схемы расчёта морфометрических величин: 

 (а) cкользящее сфероидическое трапецеидальное окно для расчёта локальных величин 
 a, b, c, d, e – линейные размеры элементов окна; 1, ..., 9 – номера точек 

 (б) cхема алгоритма маршрутизации потоков 
Цифры – значения высоты; Π1, …, 3 – площади ячеек на различных широтах; стрелки – направления потоков 

[Florinsky, 2017] 

Figure 2. Schemes for calculation of morphometric variables:  

(a) a spheroidal trapezoidal moving window used to calculate local variables 
a, b, c, d, and e are linear sizes of window elements; 1, ..., 9 are node numbers 

(b) a scheme for a flow routing algorithm 
Digits are elevation values; Π1, …, 3 are cell areas at different latitudes; arrows show flow directions 

[Florinsky, 2017] 

 

При геоморфометрическом моделировании Земли, Марса, Луны, Венеры и Меркурия 

расчёты на сетках сфероидических трапеций тривиальны [Florinsky, 2008a, 2008b, 2016, 2017; 

Florinsky, Filippov, 2017; Florinsky et al., 2017]. Это связано с тем, что форма указанных 

небесных тел описывается эллипсоидом вращения (Земля и Марс) или сферой (Луна, Венера 

и Меркурий). Для этих поверхностей существуют хорошо разработанная теория и вычисли-

тельная практика решения прямой и обратной геодезических задач [Bessel, 1825; Gauss, 1843, 

1846; Helmert, 1880; Jordan, 1883; Урмаев, 1955; Морозов, 1958, 1979; Багратуни, 1962; So-

dano, 1965; Ганьшин, 1967; Kivioja, 1971; Vincenty, 1975; Беспалов, 1980; Sjöberg, 2006b; Kar-

ney, 2013; Panou, 2013], а также определения площади сфероидической трапеции [Helmert, 

1880; Урмаев, 1955; Багратуни, 1962; Морозов, 1979; Sjöberg, 2006a]. 

Моделирование на трёхосном эллипсоиде 

Геометрия трёхосного эллипсоида существенно отличается от геометрии эллипсоида 

вращения (и, тем более, сферы) (рисунок 3). В частности, на трёхосном эллипсоиде шаг сет-

ки сфероидических трапеций, измеренный в линейных единицах, зависит не только от широ-

ты (как на сфере и эллипсоиде вращения), но и от долготы [Красовский, 1902]. Поэтому оче-

видно, что при расчётах на поверхности трёхосного эллипсоида нельзя применять методы и 

алгоритмы, предназначенные для эллипсоида вращения или сферы. 

Различные разделы теории трёхосного эллипсоида исследованы с различной степенью 

глубины. В теории устойчивости трёхосный эллипсоид изучается как одна из фигур равнове-

сия [Ляпунов, 1948; Загребин, 1948; Chandrasekhar, 1969]. В геодезической литературе неод-

нократно рассматривались системы координат трёхосного эллипсоида и связи между ними 

[Шебуев, 1896; Беспалов, 1980; Бугаевский, 1999; Feltens, 2009; Ligas, 2012a, 2012b; Огоро-

дова и др., 2012; Bektaş, 2015; Panou et al., 2016]. Значительный прогресс достигнут в разра-

ботке картографических проекций для трёхосного эллипсоида [Snyder, 1985; Stooke, Keller, 
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1990; Бугаевский, 1991, 1999; Grafarend et al., 2014]. Вместе с тем, хотя существует аналити-

ческая основа для решения главных геодезических задач на поверхности трёхосного эллип-

соида [Jacobi, 1839; Шебуев, 1898; Красовский, 1902, 1936; Беспалов, 1980; Karney, 2012; 

Panou, 2013], в вычислительном плане этот вопрос проработан ещё явно недостаточно [Bail-

lard, 2013]. 

Глобальные ЦМВ планет и крупных спутников, заданные на сетках сфероидических 

трапеций, обычно представлены в геодезических координатах, а ЦМВ малых небесных тел – 

в планетоцентрических координатах. 
 

 

 

Рисунок 3. Трёхосный эллипсоид:  
линии эллиптических координат β (синие) и ω (зелёные); главные сечения (красные);  

омбилические точки (U1, U2)  

[Panou, 2013] 

Figure 3. A triaxial ellipsoid: 
 lines of elliptical coordinates β (blue) and ω (green); principal sections (red); umbilical points (U1 and U2)  

[Panou, 2013] 

 

В декартовых координатах x, y, z уравнение трёхосного эллипсоида (рисунок 3) имеет 

вид:                                                     

                                                     1
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где A и B – большая и малая экваториальные, C – полярная полуоси; A > B > C. 

Геодезическая система координат трёхосного эллипсоида определяется неоднозначно 

[Clarke, 1880; Беспалов, 1980]. Мы используем следующие определения [Feltens, 2009]: гео-

дезическая широта (φ) – угол между нормалью к поверхности эллипсоида и экваториальной 

плоскостью XY (рисунок 3); геодезическая долгота (λ) – угол, измеряемый в плоскости XY, 

между линией, параллельной оси X и проекцией нормали к поверхности эллипсоида на плос-

кость XY. Декартовы и геодезические координаты связаны следующим образом [Feltens, 

2009]: 
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Обратная связь между геодезическими и декартовыми координатами имеет вид [Feltens, 

2009]: 
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Декартовы и планетоцентрические координаты (широта Θ и долгота Λ) связаны следу-

ющим образом [Беспалов, 1980]: 
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Главные геодезические задачи на поверхности трёхосного эллипсоида могут решаться в 

системе эллиптических координат (рисунок 3). Следующие формулы описывают связь де-

картовых координат с эллиптическими широтой (β) и долготой (ω) [Jacobi, 1839; Karney, 

2012]: 

 

22

22222

22

22222

cossin
sin

sincos

cossin
cos

CA

CBA
Cz

By

CA

CBA
Ax





















,                   (13) 



Geoinformatical and cartographical methods and technologies 

 

136 
 

Для вычисления эллиптических координат по известным декартовым и геодезическим 

могут применяться следующие итерационные формулы [Bektaş, 2015]: 

 

 






























 






i

i
i

i

i

i

pCy

Bz

Bx

pAy











221

22

1

cos1

sin
arctg

cos

1sin1
arctg

,       (14) 

 

где i = 0, 1, 2, …; β0 = φ, ω0 = λ; 

22

22

CA

BA
p




 .                                       (15) 

Расстояние S между двумя точками P1(β1, ω1) и P2(β2, ω2) на поверхности трёхосного 

эллипсоида может быть определено способом Якоби [Jacobi, 1839] по формуле [Karney, 

2012]: 
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где 

     22222222 cossinsincos BACB ,           (17) 

где α – угол между геодезической от P1(β1, ω1) до P2(β2, ω2) и линией ω = const. 

 

 

ВЫВОДЫ 

Если ЦМВ небесного тела или его фрагмента задана на сетке сфероидических трапеций 

в системе геодезических или планетоцентрических координат трёхосного эллипсоида, то для 

вычисления по этой ЦМВ частных производных высоты и моделей локальных морфометри-

ческих величин требуется: 1) используя формулы (7, 14) или (11, 10, 14), перейти в систему 

эллиптических координат; и 2) способом Якоби по формуле (16) определить линейные раз-

меры элементов скользящего сфероидического трапецеидального окна (рисунок 2а). Подход 

к определению площадей сфероидических трапецеидальных ячеек при расчёте нелокальных 

морфометрических величин (рисунок 2б) в целом аналогичен. 

Насколько нам известно, вычислительный алгоритм для решения обратной геодезиче-

ской задачи способом Якоби реализован лишь для калькулятора HP-41 [Baillard, 2013]. Та-

ким образом, требуется разработка алгоритма и программного кода, которые позволят про-
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водить геоморфометрическое моделирование на поверхности трёхосного эллипсоида в рам-

ках специализированного программного обеспечения (напр., LandLord [Florinsky, 2016]) или 

ГИС с открытым исходным кодом (например, QGIS). Данные вопросы будут рассмотрены 

нами в последующих публикациях. 
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Igor V. Florinsky1 

 

TOWARD GEOMORPHOMETRIC MODELING  

ON A SURFACE OF A TRIAXIAL ELLIPSOID  

(FORMULATION OF THE PROBLEM) 

 

ABSTRACT 

Geomorphometric modeling is widely used to study multiscale problems of the Earth and 

planetary sciences. Existing algorithms of geomorphometry can be applied to terrain models given 

by plane square grids or spheroidal equal angular grids on a surface of an ellipsoid of revolution 

or a sphere. Computations on spheroidal equal angular grids are trivial for modeling the Earth, 

Mars, the Moon, Venus, and Mercury. This is because: (a) forms of the abovementioned celestial 

bodies can be described by an ellipsoid of revolution or a sphere; and (b) for these surfaces, this is 

well-developed theory and computational algorithms for solving direct and inverse geodetic prob-

lems, as well as for determining spheroidal trapezium areas. It is advisable to apply a triaxial ellip-

soid for describing forms of small moons and asteroids. However, there are no geomorphometric 

algorithms intended for such a surface. In this paper, we have formulated the problem of geomor-

phometric modeling on a surface of a triaxial ellipsoid. Let a digital elevation model of a celestial 

body or its portion be given by a spheroidal equal angular grid using geodetic or planetocentric 

coordinate systems of a triaxial ellipsoid. To derive models of local morphometric variables, one 

should: (1) turn to the elliptical coordinate system, and (2) determine linear sizes of spheroidal 

trapezoidal moving window elements by the Jacobi solution. To derive models of nonlocal mor-

phometric variables, one may determine areas of spheroidal trapezoidal cells by similar way. Re-

lated GIS software should be developed. 
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geomorphometry, digital terrain modeling, surface, triaxial ellipsoid, inverse geodetic prob-

lem 
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